
高数专题 1：极限 T-Endless

一、题型总结

1. 函数类题型

1. 求函数定义域（分式、根式、对数、三角/反三角）

2. 判断函数奇偶性、单调性、周期性

3. 复合函数分解与代入求值

4. 分段函数分段点极限与连续性讨论

2. 极限计算类题型

1. 直接代入法（连续函数）

2. 约分/有理化消去零因子

3. 等价无穷小替换求极限

4. 重要极限求解 0

0
型、1∞ 型极限

5. 无穷小阶的比较（高阶、同阶、等价）

3. 连续与间断类题型

1. 判定函数在某点的连续性

2. 求间断点并判断类型

3. 零点定理证明方程根的存在性
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二、解题方法

1. 定义域求解方法

1. 分母 ̸= 0；偶次根式被开方数 ≥ 0

2. 对数函数真数 > 0

3. 反三角函数有自身定义域限制

4. 分段函数：各段分别求定义域，最后取并集

2. 极限计算核心方法

1. 直接代入法：初等函数连续，直接代入 x0

2. 等价无穷小替换：x → 0 时，乘除结构直接替换

3. 重要极限法：

• lim
x→0

sinx

x
= 1（适用：

0

0
型、三角函数）

• lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e（适用：1∞ 型）

4. 左右极限法：分段函数、绝对值函数在分段点必用

3. 连续与间断判断

1. 连续三条件：有定义 → 极限存在 → 极限值 = 函数值

2. 第一类间断点：左右极限都存在

• 可去间断点：左右极限相等

• 跳跃间断点：左右极限不相等

3. 第二类间断点：左右极限至少一个不存在（无穷、振荡）
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三、核心公式速记表

知识点 公式/结论

极限存在充要条件 lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = A

极限四则运算 lim(f ± g) = lim f ± lim g, lim(f · g) = lim f · lim g

常用等价无穷小 (x → 0) sinx ∼ x, tanx ∼ x, ln(1 + x) ∼ x, ex − 1 ∼ x

1− cosx ∼ 1

2
x2, (1 + x)α − 1 ∼ αx

两个重要极限 lim
x→0

sinx

x
= 1, lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e

连续定义 lim
x→x0

f(x) = f(x0)

零点定理 f(a) · f(b) < 0 ⇒ ∃ξ ∈ (a, b), f(ξ) = 0

四、经典例题

题型 1：等价无穷小与泰勒综合

例 1

求 lim
x→0

tanx− sinx

x2 ln(1 + x)
解：

tanx− sinx = tanx(1− cosx) ∼ x · 1
2
x2 =

1

2
x3, ln(1 + x) ∼ x

lim
x→0

tanx− sinx

x2 ln(1 + x)
= lim

x→0

1

2
x3

x3
=

1

2

例 2

求 lim
x→0

esinx − etanx

x2 arcsinx
解：

esinx − etanx = etanx(esinx−tanx − 1) ∼ sinx− tanx ∼ −1

2
x3

lim
x→0

esinx − etanx

x2 arcsinx
= lim

x→0

−1

2
x3

x3
= −1

2
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例 3

求 lim
x→0

√
1 + x sinx−

√
cosx

x2
解：分子有理化

lim
x→0

(1 + x sinx)− cosx
x2(

√
1 + x sinx+

√
cosx)

= lim
x→0

(1− cosx) + x sinx

2x2
=

1

2
x2 + x2

2x2
=

3

4

题型 2：重要极限 1∞ 型

例 4

求 lim
x→0

(
1 + tanx

1 + sinx

) 1
x3

解：

lim
x→0

(
1 +

tanx− sinx

1 + sinx

) 1
x3

= e
lim
x→0

tan x−sin x

x3 = e
1
2

例 5

求 lim
x→∞

(
cos 1

x + sin 1
x

)x
解：

lim
x→∞

(
1 + sin 2

x

)x
2

= e
lim

x→∞
x
2

sin 2
x = e

例 6

求 lim
x→0

(
ex+e2x+···+enx

n

) 1
x

解：

= e
lim
x→0

ex+e2x+···+enx−n
nx = e

1+2+···+n
n = e

n+1
2

题型 3：分段函数、连续性与间断点

例 7

设 f(x) =


sin ax√
1− cosx

, x < 0

4, x = 0

ln(1 + bx)

x
, x > 0

在 x = 0 连续，求 a, b。

解：
lim

x→0−
f(x) = lim

x→0−

ax√
1

2
x2

= −
√
2a = 4, lim

x→0+
f(x) = b = 4

得 a = −2
√
2, b = 4。

例 8

求 f(x) =
x2 − 1

x(x− 1)
的间断点并分类。

解：x = 0（第二类无穷间断点）；x = 1（第一类可去间断点）。
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例 9

证明方程 x3 + 2x− 1 = 0 至少有一个小于 1 的正根。
解：令 f(x) = x3 + 2x− 1，f(x) 在 [0, 1] 连续，f(0) = −1, f(1) = 2，由零点定理得证。

五、强化训练习题

一、填空题

1. 极限 lim
x→0

tan 2x− sin 2x

x3
=

2. 极限 lim
x→∞

(
x+ 1

x− 1

)x

=

3. 函数 f(x) =
x

sinx
的间断点个数为

4. 当 x → 0 时，x− sinx 是 x2 的 无穷小

5. 极限 lim
n→∞

n∑
k=1

k

n2 + k2
=

6. lim
x→0

e3x − e−2x

sin 2x
=

7. lim
x→1

x2 − 1

lnx
=

8. lim
x→0

(
1− 1

3x

)2x

=

9. 设 lim
x→0

sin 2x+ ax cosx
x

= 2，则 a =

10. f(x) =
x− 1

x2 − 2x− 3
的间断点为

二、解答题

1. 求 lim
x→0

√
1 + tanx−

√
1 + sinx

x3

2. 求 lim
x→0

ln(cosx)
ln(1 + x2)

3. 求 lim
x→∞

(
cos 2

x

)x2

4. 求 lim
x→0

ex − e−x − 2x

x− sinx

5. 求 lim
x→0

(1 + x)α − 1− αx

x2

6. 求 lim
n→∞

n
(√

n2 + 1− n
)

7. 求 lim
x→0

ln(1 + x) ln(1 + 2x)− ln(1 + 3x)

x2
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8. 讨论 f(x) =


1− e

1
x

1 + e
1
x

, x ̸= 0

1, x = 0

在 x = 0 处连续性

9. 求 f(x) =
x

tanx
的所有间断点并分类

10. 证明方程 x = 2 sinx+ 3 至少有一个不超过 4 的实根


