
专升本导数与微分基础课程

T-Endless

1 导数的概念

1.1 导数的定义（零基础通俗版）

1.1.1 核心定义

设函数 𝑦 = 𝑓 (𝑥)在点 𝑥0的某邻域内有定义，当自变量 𝑥在 𝑥0处取得增量 Δ𝑥（𝑥0 +Δ𝑥仍在邻域
内），相应地函数取得增量 Δ𝑦 = 𝑓 (𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓 (𝑥0)。若极限

lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦
Δ𝑥

= lim
Δ𝑥→0

𝑓 (𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓 (𝑥0)
Δ𝑥

存在，则称函数 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 在点 𝑥0 处可导，该极限值称为函数在 𝑥0 处的导数，记为

𝑓 ′ (𝑥0), 𝑦′ |𝑥=𝑥0 ,
𝑑𝑦

𝑑𝑥

����
𝑥=𝑥0

,
𝑑𝑓 (𝑥)
𝑑𝑥

����
𝑥=𝑥0

1.1.2 通俗理解

导数本质是「瞬时变化率」，比如汽车行驶的瞬时速度、曲线在某点的陡峭程度，核心是“增量
比的极限”，零基础可记住：Δ𝑦

Δ𝑥 是“平均变化率”，取极限后就是“瞬时变化率”（导数）。

1.1.3 左导数与右导数

导数存在的前提是「左导数 =右导数」，二者统称为单侧导数：-左导数（从 𝑥0 左侧趋近）：

𝑓 ′− (𝑥0) = lim
Δ𝑥→0−

𝑓 (𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓 (𝑥0)
Δ𝑥

-右导数（从 𝑥0 右侧趋近）：

𝑓 ′+(𝑥0) = lim
Δ𝑥→0+

𝑓 (𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓 (𝑥0)
Δ𝑥

关键结论： 𝑓 (𝑥)在 𝑥0 处可导 ⇐⇒ 𝑓 ′− (𝑥0) = 𝑓 ′+(𝑥0)（专升本常考分段函数可导性判断）。

1.2 导数的几何意义

1.2.1 核心几何意义

函数 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 在点 𝑥0 处的导数 𝑓 ′ (𝑥0)，就是曲线 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 在点 (𝑥0, 𝑓 (𝑥0)) 处的切线斜率。

1.2.2 切线与法线方程（专升本必考）

已知曲线 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 上一点 (𝑥0, 𝑦0)（其中 𝑦0 = 𝑓 (𝑥0)），且 𝑓 ′ (𝑥0) 存在：1. 切线方程（斜率为
𝑓 ′ (𝑥0)）：

𝑦 − 𝑦0 = 𝑓 ′ (𝑥0) (𝑥 − 𝑥0)

2. 法线方程（与切线垂直，斜率为 − 1
𝑓 ′ (𝑥0 )， 𝑓 ′ (𝑥0) ≠ 0）：

𝑦 − 𝑦0 = − 1
𝑓 ′ (𝑥0)

(𝑥 − 𝑥0)

若 𝑓 ′ (𝑥0) = 0，切线平行于 x轴，切线方程为 𝑦 = 𝑦0，法线垂直于 x轴，法线方程为 𝑥 = 𝑥0。
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1.2.3 几何图形示意

𝑥

𝑦

(𝑥0, 𝑦0) = (1, 1)

切线（斜率 =2）

法线（斜率 =-1/2）

曲线 𝑦 = 𝑥2

导数的几何意义：切线斜率

1.3 可导与连续的关系（核心考点）

1.3.1 核心结论（必记）

1. 若函数 𝑓 (𝑥)在 𝑥0处可导，则 𝑓 (𝑥)在 𝑥0处一定连续（可导 =⇒ 连续）；2. 若函数 𝑓 (𝑥)在 𝑥0

处连续，则 𝑓 (𝑥)在 𝑥0 处不一定可导（连续⇏可导）。

1.3.2 通俗解释

“可导”要求曲线在该点“光滑无尖点”，而“连续”只要求曲线“无断点”。比如 𝑦 = |𝑥 |在 𝑥 = 0
处连续，但有尖点，左导数 =-1，右导数 =1，左右导数不相等，故不可导。

1.3.3 典型反例（零基础必懂）

函数 𝑓 (𝑥) = |𝑥 |，在 𝑥 = 0处：-连续性：lim𝑥→0 |𝑥 | = 0 = 𝑓 (0)，连续；-可导性：左导数 𝑓 ′− (0) = −1，
右导数 𝑓 ′+(0) = 1， 𝑓 ′− (0) ≠ 𝑓 ′+(0)，不可导。

2 导数的计算（重中之重）

2.1 基本导数公式（专升本必考，零基础必背）

记忆技巧：常数导数为 0，幂函数“降次减 1”，指数不变乘对数，对数倒数乘对数倒数，三角
函数互变符号。

2.2 函数四则运算的求导法则

设 𝑢 = 𝑢(𝑥)、𝑣 = 𝑣(𝑥)均可导，法则如下（零基础可直接套公式）：
1. 和差法则：(𝑢 ± 𝑣)′ = 𝑢′ ± 𝑣′（和差的导数 =导数的和差）
2. 乘积法则：(𝑢 · 𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′（乘积的导数 =前导后不导 +前不导后导）
3. 商法则：

(
𝑢
𝑣

) ′
= 𝑢′𝑣−𝑢𝑣′

𝑣2 （商的导数 =分子导乘分母 -分子乘分母导，分母平方）
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基本初等函数 导数公式

常数函数： 𝑓 (𝑥) = 𝐶（𝐶 为常数） 𝑓 ′ (𝑥) = 0
幂函数： 𝑓 (𝑥) = 𝑥𝜇（𝜇为任意实数） 𝑓 ′ (𝑥) = 𝜇𝑥𝜇−1

指数函数： 𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥（𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1） 𝑓 ′ (𝑥) = 𝑎𝑥 ln 𝑎
特殊指数函数： 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 𝑓 ′ (𝑥) = 𝑒𝑥（最常用，记牢）

对数函数： 𝑓 (𝑥) = log𝑎 𝑥（𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1） 𝑓 ′ (𝑥) = 1
𝑥 ln 𝑎

特殊对数函数： 𝑓 (𝑥) = ln 𝑥 𝑓 ′ (𝑥) = 1
𝑥
（最常用，记牢）

正弦函数： 𝑓 (𝑥) = sin 𝑥 𝑓 ′ (𝑥) = cos 𝑥
余弦函数： 𝑓 (𝑥) = cos 𝑥 𝑓 ′ (𝑥) = − sin 𝑥
正切函数： 𝑓 (𝑥) = tan 𝑥 𝑓 ′ (𝑥) = sec2 𝑥

反正切函数： 𝑓 (𝑥) = arctan 𝑥 𝑓 ′ (𝑥) = 1
1+𝑥2

特殊情况：若 𝑣 = 𝐶（常数），则 (𝐶𝑢)′ = 𝐶𝑢′（常数乘函数的导数 =常数乘函数的导数）。

2.3 复合函数的求导法则（链式法则）

2.3.1 核心法则

设 𝑦 = 𝑓 (𝑢)，𝑢 = 𝜑(𝑥)，则复合函数 𝑦 = 𝑓 [𝜑(𝑥)] 的导数为：

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
· 𝑑𝑢
𝑑𝑥

或 𝑦′𝑥 = 𝑦′𝑢 · 𝑢′𝑥

2.3.2 通俗步骤（零基础必会）

1. 拆分复合函数：找到“内层函数”𝑢 = 𝜑(𝑥)和“外层函数”𝑦 = 𝑓 (𝑢)；2. 分别求导：求外层函
数对 𝑢的导数 𝑦′𝑢，求内层函数对 𝑥的导数 𝑢′𝑥；3. 相乘：将两个导数相乘，最后把 𝑢换回 𝜑(𝑥)。

2.3.3 易错提醒

复合函数求导“不能漏层”，比如 𝑦 = sin(𝑥2)，内层 𝑢 = 𝑥2，外层 𝑦 = sin 𝑢，导数是 𝑦′ = cos 𝑢 ·2𝑥 =

2𝑥 cos(𝑥2)，不能直接写成 cos(𝑥2)。

2.4 分段函数的导数

2.4.1 求导原则

1. 分段区间内：按基本公式、四则法则、链式法则求导；2. 分段点处：必须用「左导数、右导
数」判断可导性，若可导，导数即为左（右）导数的值。

2.4.2 典型例题（专升本高频）

题目：设分段函数 𝑓 (𝑥) =

𝑥2, 𝑥 ≤ 1

2𝑥 − 1, 𝑥 > 1
，判断 𝑓 (𝑥)在 𝑥 = 1处是否可导，若可导，求 𝑓 ′ (1)。

解：第一步：先判断连续性（可导必先连续）lim𝑥→1− 𝑓 (𝑥) = lim𝑥→1− 𝑥2 = 1，lim𝑥→1+ 𝑓 (𝑥) =

lim𝑥→1+ (2𝑥 − 1) = 1，且 𝑓 (1) = 12 = 1，故连续。
第二步：求左、右导数 -左导数：𝑓 ′− (1) = limΔ𝑥→0−

𝑓 (1+Δ𝑥 )− 𝑓 (1)
Δ𝑥 = limΔ𝑥→0−

(1+Δ𝑥 )2−1
Δ𝑥 = limΔ𝑥→0− (2+

Δ𝑥) = 2 -右导数： 𝑓 ′+(1) = limΔ𝑥→0+
𝑓 (1+Δ𝑥 )− 𝑓 (1)

Δ𝑥 = limΔ𝑥→0+
2(1+Δ𝑥 )−1−1

Δ𝑥 = limΔ𝑥→0+ 2 = 2
第三步：判断可导性因 𝑓 ′− (1) = 𝑓 ′+(1) = 2，故 𝑓 (𝑥) 在 𝑥 = 1处可导，且 𝑓 ′ (1) = 2。
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2.5 隐函数的导数

2.5.1 定义

由方程 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0确定的函数（无法直接解出 𝑦 = 𝑓 (𝑥)），如 𝑥2 + 𝑦2 = 1、𝑒𝑦 + 𝑥𝑦 = 0，称为隐
函数。

2.5.2 求导方法（零基础通用）

1. 方程两边同时对 𝑥求导；2. 求导过程中，遇到 𝑦的函数（如 𝑦2、𝑒𝑦），按复合函数求导，先对
𝑦求导，再乘 𝑦′；3. 把含 𝑦′ 的项移到等式左边，其余项移到右边，解出 𝑦′（结果中可含 𝑦）。

2.5.3 典型例题（简单易上手）

题目：求隐函数 𝑥2 + 𝑦2 = 1的导数 𝑦′。
解：1. 两边对 𝑥求导： 𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2) + 𝑑

𝑑𝑥
(𝑦2) = 𝑑

𝑑𝑥
(1) 2. 分别求导：2𝑥 + 2𝑦 · 𝑦′ = 0（𝑦2是复合函数，对

𝑥求导为 2𝑦 · 𝑦′）3. 解出 𝑦′：2𝑦 · 𝑦′ = −2𝑥 =⇒ 𝑦′ = − 𝑥
𝑦
（结果含 𝑦，符合隐函数导数特点）

3 高阶导数

3.1 高阶导数的概念

3.1.1 定义

函数 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 的导数 𝑦′ = 𝑓 ′ (𝑥) 仍是 𝑥 的函数，若 𝑓 ′ (𝑥) 仍可导，则称其导数为 𝑓 (𝑥) 的二阶导
数，记为

𝑓 ′′ (𝑥), 𝑦′′,
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 ,
𝑑2 𝑓 (𝑥)
𝑑𝑥2

同理，二阶导数的导数称为三阶导数，以此类推，二阶及以上的导数统称为高阶导数。

3.1.2 通俗理解

一阶导数是“瞬时变化率”，二阶导数是“变化率的变化率”（比如加速度，是速度的导数，即
位移的二阶导数），零基础无需深究其物理意义，重点会计算即可。

3.2 简单函数的高阶导数（专升本常考）

3.2.1 常见函数的高阶导数（必记）

1. 常数函数： 𝑓 (𝑥) = 𝐶， 𝑓 ′ (𝑥) = 0， 𝑓 ′′ (𝑥) = 0，. . .， 𝑓 (𝑛) (𝑥) = 0（n≥1）；
2. 幂函数： 𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑛（n为正整数）， 𝑓 (𝑛) (𝑥) = 𝑛!（n阶导数为阶乘）， 𝑓 (𝑘 ) (𝑥) = 0（k>n）；
3. 指数函数： 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥， 𝑓 (𝑛) (𝑥) = 𝑒𝑥（任意阶导数都等于自身，超好记）；
4. 正弦、余弦函数： 𝑓 (𝑥) = sin 𝑥， 𝑓 ′′ (𝑥) = − sin 𝑥， 𝑓 (4) (𝑥) = sin 𝑥（周期为 4）。

3.2.2 典型例题（直接套规律）

题目：求 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥3 的二阶导数 𝑓 ′′ (𝑥)。
解：1. 一阶导数： 𝑓 ′ (𝑥) = (𝑒𝑥)′ + (𝑥3)′ = 𝑒𝑥 + 3𝑥2 2. 二阶导数： 𝑓 ′′ (𝑥) = (𝑒𝑥)′ + (3𝑥2)′ = 𝑒𝑥 + 6𝑥
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4 微分

4.1 微分的概念

4.1.1 核心定义

设函数 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 在点 𝑥处可导，则称 𝑓 ′ (𝑥)𝑑𝑥为函数 𝑦 = 𝑓 (𝑥)在点 𝑥处的微分，记为 𝑑𝑦，即

𝑑𝑦 = 𝑓 ′ (𝑥)𝑑𝑥

其中 𝑑𝑥称为自变量 𝑥的微分，且 𝑑𝑥 = Δ𝑥（零基础可理解为“微小的增量”）。

4.1.2 通俗理解

微分是“函数增量的近似值”，当 Δ𝑥 很小时，Δ𝑦 ≈ 𝑑𝑦 = 𝑓 ′ (𝑥)𝑑𝑥，比如用切线的增量近似代替
曲线的增量，简化计算。

4.2 可微与可导的关系（核心结论）

必记结论：函数 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 在点 𝑥 处可微 ⇐⇒ 函数 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 在点 𝑥 处可导，且可微时，必有
𝑑𝑦 = 𝑓 ′ (𝑥)𝑑𝑥。

4.2.1 易错区分

-导数 𝑓 ′ (𝑥) = 𝑑𝑦
𝑑𝑥
：是“比值”，反映函数的瞬时变化率；-微分 𝑑𝑦 = 𝑓 ′ (𝑥)𝑑𝑥：是“增量的近似

值”，是一个具体的量（与 𝑑𝑥有关）。

4.3 微分公式与微分法则

4.3.1 基本初等函数的微分公式（与导数公式对应）

由 𝑑𝑦 = 𝑓 ′ (𝑥)𝑑𝑥，直接由导数公式推导，零基础可结合导数公式记忆：

基本初等函数 微分公式

𝑦 = 𝐶（常数） 𝑑𝑦 = 0
𝑦 = 𝑥𝜇 𝑑𝑦 = 𝜇𝑥𝜇−1𝑑𝑥

𝑦 = 𝑎𝑥 𝑑𝑦 = 𝑎𝑥 ln 𝑎 · 𝑑𝑥
𝑦 = 𝑒𝑥 𝑑𝑦 = 𝑒𝑥𝑑𝑥

𝑦 = ln 𝑥 𝑑𝑦 = 1
𝑥
𝑑𝑥

𝑦 = sin 𝑥 𝑑𝑦 = cos 𝑥𝑑𝑥
𝑦 = cos 𝑥 𝑑𝑦 = − sin 𝑥𝑑𝑥

4.3.2 函数四则运算的微分法则

设 𝑢 = 𝑢(𝑥)、𝑣 = 𝑣(𝑥)均可微，法则与导数法则对应：
1. 和差微分：𝑑 (𝑢 ± 𝑣) = 𝑑𝑢 ± 𝑑𝑣

2. 乘积微分：𝑑 (𝑢𝑣) = 𝑣𝑑𝑢 + 𝑢𝑑𝑣

3. 商微分：𝑑
(
𝑢
𝑣

)
= 𝑣𝑑𝑢−𝑢𝑑𝑣

𝑣2 （𝑣 ≠ 0）
4. 常数微分：𝑑 (𝐶𝑢) = 𝐶𝑑𝑢（𝐶 为常数）
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4.3.3 复合函数的微分法则（微分形式不变性）

设 𝑦 = 𝑓 (𝑢)，𝑢 = 𝜑(𝑥)，则复合函数 𝑦 = 𝑓 [𝜑(𝑥)] 的微分为：

𝑑𝑦 = 𝑓 ′ (𝑢)𝑑𝑢

无论 𝑢是自变量还是中间变量，微分形式都不变，这就是微分形式不变性（零基础可直接套公式，无
需拆分复合关系）。

4.3.4 典型例题（微分计算）

题目：求函数 𝑦 = sin(2𝑥 + 1) 的微分 𝑑𝑦。
解法 1（用复合函数导数）：1. 求导数：𝑦′ = cos(2𝑥 + 1) · 2 = 2 cos(2𝑥 + 1) 2. 微分：𝑑𝑦 = 𝑦′𝑑𝑥 =

2 cos(2𝑥 + 1)𝑑𝑥
解法 2（用微分形式不变性）：设 𝑢 = 2𝑥 + 1，则 𝑦 = sin 𝑢，𝑑𝑦 = cos 𝑢 · 𝑑𝑢，又 𝑑𝑢 = 2𝑑𝑥，代入得

𝑑𝑦 = cos(2𝑥 + 1) · 2𝑑𝑥 = 2 cos(2𝑥 + 1)𝑑𝑥（两种方法结果一致）。

5 典型例题汇总

5.1 导数计算例题

5.1.1 例题 1：四则运算求导

题目：求 𝑦 = 𝑥3 + 2𝑒𝑥 − 1
𝑥
的导数 𝑦′。

解：

𝑦′ = (𝑥3)′ + (2𝑒𝑥)′ −
(
1
𝑥

) ′
= 3𝑥2 + 2𝑒𝑥 −

(
− 1
𝑥2

)
= 3𝑥2 + 2𝑒𝑥 + 1

𝑥2

5.1.2 例题 2：复合函数求导

题目：求 𝑦 = ln(𝑥2 + 1)的导数 𝑦′。
解：设 𝑢 = 𝑥2 + 1，则 𝑦 = ln 𝑢，

𝑦′ =
1
𝑢
· 𝑢′ = 1

𝑥2 + 1
· 2𝑥 =

2𝑥
𝑥2 + 1

5.1.3 例题 3：隐函数求导

题目：求 𝑒𝑦 + 𝑥𝑦 = 1在点 (0, 0)处的切线方程。
解：1. 求隐函数导数：两边对 𝑥求导，𝑒𝑦 · 𝑦′ + (𝑦 + 𝑥𝑦′) = 0
2. 解出 𝑦′：𝑦′ (𝑒𝑦 + 𝑥) = −𝑦 =⇒ 𝑦′ = − 𝑦

𝑒𝑦+𝑥

3. 代入点 (0, 0)：𝑦′ | (0,0) = − 0
𝑒0+0 = 0

4. 切线方程：𝑦 − 0 = 0 · (𝑥 − 0) =⇒ 𝑦 = 0

5.2 微分计算例题

题目：求 𝑦 = 𝑥2 cos 𝑥的微分 𝑑𝑦。
解：用乘积微分法则，𝑑 (𝑢𝑣) = 𝑣𝑑𝑢 + 𝑢𝑑𝑣，设 𝑢 = 𝑥2，𝑣 = cos 𝑥，则 𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥，𝑑𝑣 = − sin 𝑥𝑑𝑥，

𝑑𝑦 = cos 𝑥 · 2𝑥𝑑𝑥 + 𝑥2 · (− sin 𝑥)𝑑𝑥 = (2𝑥 cos 𝑥 − 𝑥2 sin 𝑥)𝑑𝑥
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6 章节总结 &考试重点

6.1 安徽专升本导数与微分高频考点

1. 导数概念：左导数、右导数的计算，可导与连续的关系（选择/填空必考）；

2. 几何意义：切线方程、法线方程的求解（解答题高频）；

3. 导数计算：基本公式、四则法则、复合函数链式法则（重中之重，贯穿所有题型）；

4. 特殊函数求导：分段函数、隐函数的导数（解答题必考 1道）；

5. 高阶导数：简单函数（𝑒𝑥、𝑥𝑛、sin 𝑥）的二阶导数计算；

6. 微分：可微与可导的关系，微分公式与计算（选择/填空常考）。

6.2 核心公式速记表

类型 核心公式/结论

导数定义 𝑓 ′ (𝑥0) = limΔ𝑥→0
𝑓 (𝑥0+Δ𝑥 )− 𝑓 (𝑥0 )

Δ𝑥

左/右导数 𝑓 ′− (𝑥0) = limΔ𝑥→0−
Δ𝑦
Δ𝑥， 𝑓 ′+(𝑥0) = limΔ𝑥→0+

Δ𝑦
Δ𝑥

切线/法线 切线：𝑦 − 𝑦0 = 𝑓 ′ (𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)；法线：𝑦 − 𝑦0 = − 1
𝑓 ′ (𝑥0 ) (𝑥 − 𝑥0)

可导与连续 可导 =⇒ 连续，连续⇏可导

复合函数求导 𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝑑𝑦
𝑑𝑢

· 𝑑𝑢
𝑑𝑥
（链式法则）

隐函数求导 两边对 𝑥求导，解出 𝑦′

高阶导数 𝑓 ′′ (𝑥) = ( 𝑓 ′ (𝑥))′，𝑒𝑥 任意阶导数为自身

微分 𝑑𝑦 = 𝑓 ′ (𝑥)𝑑𝑥，可微 ⇐⇒ 可导

微分形式不变性 𝑑𝑦 = 𝑓 ′ (𝑢)𝑑𝑢（𝑢为自变量或中间变量）
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